Opcién A

1A.- Consideremos la funcién f(x) = , donde In denota el logaritmo neperiano. Resuelva justificada-

(X)
X2

mente los siguientes apartados:
a. Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los posibles extremos relati-

vos de la funcién f(x). 1’25 ptos
b. Calcule el valor de la integral: f: f(x)dx 1’25 ptos
Solucién

(a)

Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los posibles extremos relativos
de la funcion f(x).

Sabemos que la funcién In existe sdlo para x >0, luego el dominio de f(x) (0, + ).

Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x).

1 x - 2x:In(x)

In(x) _ X- 2x-In(x)

f (X) (X2)2 X4

Sif'(x)=0 - x-2x:In(x) =0 =x-(1 — 2In(x) )= 0, de donde x= 0 (No esta en el dominio) y 1 — 2Ln(x) = 0, de
donde In(x) = 1/2 y por tanto x = el2 = (e) [71'645, que sera el posible extremo relativo.

Como f ‘(1) = (1 — 2:In(1))/(+) = 1/(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/) en (0, 1/2).

Como f*(2) =(2-2-In(2))/(+) O-0'773/(+) <0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\) en (1/2, +oo).

Por definicion en x = V(e) hay un maximo relativo que vale f( V(e)) = (1/2)/e? = 1/(2e?) O0'72.
(b)
Calcule el valor de la integral: Le f(x)dx

Un primitiva de f(x) es:

. u=in(x) = du= & Lk .
1= 0 = X Lin) - j X == n(g + = -
X dx 2 x' ol T x X X
dv = —Z:V:_[x dx= —= =

X - X

= _—1-In(x) 1 +K= -—1-(In(x) +1)+K
X X X

Luego la integral pedida es: Lef(x)dx = Leln(xgdx
X

- E-an(x) + 1)}8 =
= ((-1/e)-(In(€) + 1) - (-1/1)-(In(1) + 1) = -2/e + 1.

k O 1
2A.- Dadalamatriz A=|0 k-1 k-1].
k 1 k-3

a. Halle los valores del pardmetro k para los que la matriz A tiene inversa. 1’s ptos

b. Tomando el valor k =-1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica que: A-X = 24-k, siendo Iz la
matriz identidad de orden 3. 1 pto

Solucién
(a)
Halle los valores del parametro k para los que la matriz A tiene inversa.
k 0 1 k 0 1 k 0 1|Adjuntos
De A=|0 k-1 k-1| tenemosdet(A)=|A|=|0 k-1 k-1 =10 k-1 k-1 primera =
k 1 k-3 k 1 k3R-F [0 1 k-4/columna

= k-( (k-1)- (k-4) - (k-1) ) - 0 + 0 = k- (k-1)- (k-41) = k- (k-1)- (k-5).
Si|Al=0 - k:(k-1)-(k-5)=0, de donde k=0,k=1y k=5



H t
Sik#0,k#1 y k#5,]A| =0 y existe la matriz inversa A = Adﬁi'r) _

(b)
Tomando el valor k =-1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica que: A-X = 24-k, siendo I3 la ma-
triz identidad de orden 3.

Hemos visto en el apartado (a) que para k = -1, existe la matriz inversa A1,

Multiplicando por la izquierda la expresion A-X = 24-13 por A1 - ALA-X = Al.24.-b - |-X = 24-A1, por
tanto la matriz pedida es X = 24-A

-1 0 1 -1 0 -1
Tenemos A=|0 -2 -2|;|Al=(-1)(-2)-(-6)=-12, A'=|0 -2 1|,
101 -4 1 2 -4
10 1 2 - 10 1 2
Adj(AY=| 2 5 -2|,Al= Aoﬁif) :%- 2 5 -2|.
2 1 2 2 1 2
10 1 2 10 1 2 20 -2 4
LuegoX:24-A'1:(24)-(%j- 2 5 2|=-2{ 2 5 2|=-2{ -4 -10 4]|.
2 1 2 2 1 2 4 -2 -4
3A.- Dadas las rectas siguientes rE{Xer- 2= 4, s E{X =2 .
X+2y=7 y+5=0

a. Estudie la posicion relativa de rys. 125 ptos

b. Halle la ecuacion del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A(11,-2,5). 1 pto
Solucion

@)

Estudie la posicion relativa de ry s.

X+y-z=4

Der E{ +yz . tomandoy=m OR,x =7 -2m y entrando en la 12, (7 - 2m) + (m) - z = 4, tenemos
X+2y=

z=3-m. Envectorial r =(x,y, z) = (7 —2m, m, 3 —m). Un punto de la recta r es P(7, 0, 3) y un vector di-

rectoresu = (-2, 1, -1).

Larecta s en vectoriales s=(x,y, z) =(2,-5 n)conndR. Un punto de la recta s es Q(2, -5, 0) y un

vector director es v = (0, 0, 1).

Como los vectores u y v no son paralelos las restas ry s se cruzan o se cortan.

Si det(PQ, u, v) =0 se cortan y si det(PQ, u, v) # 0 se cruzan, con PQ = (-5, -5, -3).
-5 -5 -3|Adjuntos

Como det(PQ,u,v) =|-2 1 -1 tercera =0—-0+ 1-(-5-10)=-15#0, lasrestas ry s se cruzan.
0 0 1| fila

(b)

Halle la ecuacion del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A(11,-2,5). 1 pto

Como el plano es perpendicular a la recta r el vector normal al plano n es el director de la recta, es decir
n=u=(-2,1,-1).

El plano pedido es 1= AXeu = (x-11, y+2, z-5)¢(-2,1,-1) =0=-2x+22+y+2-z2+5=
=-2x+y-z+29=0.

4A.- El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras de cho-
rro de tinta viene dado, aproximadamente, por una distribucion normal con un promedio de 1500 horas y
una desviacion tipica de 200 horas.

a. ¢ Qué porcentaje de esas impresoras fallaran antes de 1000 horas de funcionamiento? 1’25 ptos

b. ¢ Qué porcentaje de esas impresoras tendran la primera averia entre las 1000 y 2000 horas de uso?
1’25 pto



Solucién

C)

¢, Qué porcentaje de esas impresoras fallaran antes de 1000 horas de funcionamiento?

X sigue una normal N(y, o) = N(1500, 200)

Nos piden p(X < 1000) = {tipificando} = p(Z < %j = p(Z < -2'5) = {simetria} = p(Z > 2'5) =
= {suceso contrario} =1 - p(Z<2'5)= =1-0'9938 = 0'0062 = 0'62%.

(b)

¢, Qué porcentaje de esas impresoras tendran la primera averia entre las 1000 y 2000 horas de uso?

Nos piden p(1000 < X < 2000) = ({tipificando} = p(lOOOZ(—DSSOO <7< 200(;(—);500) =p(-25<Z<25) =
=p(Z <2'5) - p(Z <-2'5) = {simetria} = p(Z < 2'5) - p(Z > 2’5) = {suceso contrario} =
=p(Z<25) - 1-p(Z<25)=p(Z<25) -1=2:09938 —1 =09876 = 98'76%.

Opcién B

1B.- Sean las funciones f(x) = 2x*+ax2+b y g(x) = -2x3 +c.
a. Calcule los valores a, b y ¢ de manera que las graficas de f(x) y g(x) cumplan las dos condiciones si-
guientes:

- Se corten en el punto P(1, 1).

- En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.

Dar las expresiones de las funciones resultantes. 1’5 ptos
: . . f(x
b. Suponiendo a=b =1 en f(x), halle las asintotas de la funcién h(x) = § )1. 1 pto
X -
Solucion
a. Calcule los valores a, b y ¢ de manera que las graficas de f(x) y g(x) cumplan las dos condiciones si-
guientes:

- Se corten en el punto P(1, 1).
- En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.
Dar las expresiones de las funciones resultantes.

De coinciden en P(1, 1), tenemos f(1) =g(1) =1, esdecir 2+a+b=-2+c=1,luegoc=3 y a+b=-1.

De en dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes, tenemos f * (1) = g ‘(1).
Tenemos f (x) = 8x3 + 2ax, g ‘(x) = -6x?, luego 8 + 2a =-6,2a=-14, portantoa=-7y b =6.

Las funciones pedidas son f(x)=2x 4-7x2+6 y g(x) =-2x3+ 3.

(b)

; . L, f(x

Suponiendo a=b =1 en f(x), halle las asintotas de la funcién h(x) = 3( )1'
X -
4 42y
Tenemos h(x) = f3(x) = 2x 3X !
x°-1 x*-1
Sabemos que larecta x = a es una asintota vertical (A.V.) de la funcion f(x) si lImf(x) =+ o .
X-a
. . Y X+ . )

Como lim f3(x) = lim 2)(3—)(1:i+: +00 , larecta x =1 es una asintota vertical de f(x).

x-1+x°- 1 X -1+ xX°-1 0

. - f(x) 2P +xP+1_4
Posicion relativa, lim ——— = lim —————=—= -0
x-l-x*- 1 x-1- X°-1 0
En un cociente de funciones polinémicas con el numerador un grado mas que el denominador, la funciéon
. . : . f(x .
f(x) tiene una asintota oblicua (A.O.) de la forma y = mx + n, con m = lim 69 y n= lim [f(x) — mx].
X+ X X —» + 00

En este caso las A.O. es la misma en *co.
En este caso la A.O. se puede calcular realizando la division entera y es el cociente de la division.



2x4+x2+1 x3-1
-2x4 +2 2X A.O.

X2+ 3
Vamos a comprobar que la A.O es y=mx +n = 2x.
. f(x) o2xtexr+1 X!
m=m=lm ———="—= Im ————— = |im — =2,
Xa+00X.(X - 1) X — +00 X - X Xt Y
. 22X X+l 22X XL -2 2x . X 2x+1 . X2 1
n=lim (f(x) - mx) = lim ———— -2x = lim 3 = lim 3 =lim —=lim —=0.
X — +00 X — +00 X _1 X — +00 X _1 X - +00 X _1 X —+00 Y X =00 Y

Luegola A.Oesy=2x .
Como Hay A.O. en %, no hay asintotas horizontales en oo,

Posicion relativa

4 2
Como Iim [2)(2_)(4-1_2)(} =0", f(x) estd por encimade y = 2x en +
X - 400 X - 1
[2x* +x*+1 , , .
Como lim | —————-2x|=0", f(x) esta por debajo de y = 2x en - »
X - =00 X -

2B.- Una pequefia bomboneria tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60 litros de leche, con los que
elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas de chocolate y paquetes de chocolate en pol-
vo. Del resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes.

Se sabe que las cajas de bombones requieren 2 kg de chocolate y 6 litros de leche, las tabletas de chocola-
te requieren 4 kg de chocolate y 4 litros de leche, y cada paquete de chocolate en polvo requiere 1 kg de
chocolate y 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se consume todo el cho-
colate y toda la leche almacenados. ¢ Cuantas unidades deben fabricarse de cada tipo de producto? 2’s ptos
Solucién

(a)

Plantea un sistema de ecuaciones que interprete el enunciado.

x = NUmero de cajas de bombones.
y = Numero de tabletas de chocolate.
z = NUmero de paquetes de chocolate en polvo.

De “Se quiere fabricar un total de 12 unidades” - x+y+z =12,

De “24 kg de chocolate en total, con 2 kg para bombones, 4 kg de tabletas de chocolate y 1 kg de chocolate
en polvo” > 2X+4y+z =24,

De “60 litros de leche en total, con 6 litros para bombones, 4 litros para tabletas de chocolate y 4 litros para
chocolate en polvo” - 6Xx +4y+4z=60.

X+y+z=12
Nuestro sistema es: <2x + 4y +z = 24
6x + 4y + 4z = 60

Resolvemos el sistema por con las transformaciones elementales.
X+y+z=12 X+y+z=12 X+y+z=12
2x+4y+z=24 (E,-2E)) = 2y+-z=0 2y+-z=0 ,de laterceraecuacién z =4,
6x + 4y + 4z = 60 (E,-6E,) -2y -2z=-12 (E,+E,) -3z=-12
delasegunday=2ydelaprimerax+2+4=12 de donde x = 6, es decir la solucidon de nuestro siste-

maes (X, Y, z) = (6, 2, 4), por tanto tienen que f abricarse 6 cajas de bombones, 2 tabletas de chocol a-
te y 4 paquetes de chocolate en polvo.

0



) 2x - y=5
3B.- Consideremos la recta r = ,yelplanotu=x-y+3z=12
3x-4z=-1
a. Calcule la ecuacion del plano e que contiene a la recta r y es perpendicular al plano Tu. 1°25 ptos
b. Sabiendo que larecta r corta el plano 1u, averiglie el punto de interseccion. 125 ptos
Solucién
(a)

Calcule la ecuacion del plano e que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .

Para el plano necesitamos un punto A (uno de la recta) y dos vectores independientes uno el de la recta u y
otro el normal al plano tu, que es n = (1, -1, 3).

Ponemos la recta en vectorial (pardmetro m), sustituimos en el plano, despejamos m y ya tenemos el pun-
to de corte.

Der= {zz _-4Z ; i, tomamos x=m [OR,conlocual y=-5+2m,yde 3m—-4z=1,z=1/4 + (3m)/4, por
tanto la forma vectorial es: r = (x, y, z) = (m, -5 + 2m, 1/4 + (3m)/4) con m O R. Un punto de la recta es
A(O, -5, 1/4) y un vector director (1, 2, 3/4); otro paralelo es u = (4, 8, 3).

X y+5 z-1/4|Adjuntos
El plano pedidoes Tt =det(AX,u,n)=0= (4 8 3 | primera =

1 -1 3 fila
= X(24+3) - (y+5)(12-3) + (z-1/4)(-4-8) = 27x -9y -45-122+3=0=27x-9y-12z-42 =0 =
=9x-3y-4z-14=0
(b)

Sabiendo que la recta r corta el plano ta, averigie el punto de interseccién.

Ponemos la recta en vectorial (parametro m), sustituimos en el plano, despejamos m y ya tenemos el pun-
to de corte.

r=(x,y, z) =(m, -5+ 2m, 1/4 + (3m)/4) con m O R.

(m) - (-5+2m) + 3(1/4+(3m)/4)=12 - m+5-2m+3/4+ (9m)/4=12 - (5m)/4 =25/4, de donde tene-
mos m =5, y el punto de corte de la recta y el plano es:
(x,y,2,)=((5),-5+2(5), /4 + (3(5))/4) = (5, 5, 4).

4B.- Se sabe que el 8% de los analisis de comprobacién del niquel en una aleacion de acero son erréneos.
Se realizan 10 analisis.
a. Se afirma que la probabilidad de que 3 0 més andlisis sean erroneos es menor que el 3%. Justifique si es

cierto. 1'25 ptos
b. Se afirma que la probabilidad de obtener exactamente 3 analisis erroneos es menor que el 3%. Justifique
Si es cierto. 0’75 ptos

c. Si se realizan 100 analisis, justifique si el nimero esperado de analisis correctos es igual a 8. 0’5 ptos
Solucién

(a)

Se afirma que la probabilidad de que 3 0 més analisis sean erréneos es menor que el 3%. Justifique si es
cierto.

Recordamos que si realizamos n veces (10) un experimento en el que podemos obtener éxito, F, con pro-
babilidad p ( p(F) = 8% = 0'08) y fracaso, FC, con probabilidad q (q=1-p =1-0'08 = 0'92), diremos que
estamos ante una distribucion binomial de parametros n y p, y lo representaremos por B(10; 0'08).

Es decir nuestra variable X sigue una binomial B(n;p) = B(10; 0'08).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su funcién de probabilidad , viene dada por:

10
P(X = k) = (10 sobre k)-0'08 0’92104 = ( ) J .0'08*-0'920104,

** (n sobre k) = (:j = (nH/(k!.(n - K)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k*

Me piden p(X = 3) ={suceso contrario } =1 —-p(X<3)=1—-(p(X=0+p(X=1) +p(X=2)) =



10 10 10
=1-( ( 0 j .0°080-0°92(10) + ( ) j .0°08-0'92) + ( ) j .0'082-0'920) ) =

=1-(0'434388454 + 037772909 + 0'147807035) = 0'0398121 = 3'98%, y vemos no es menor que el
3%.

(b)
Se afirma que la probabilidad de obtener exactamente 3 analisis errbneos es menor que el 3%. Justifique si
es cierto. 075 ptos

10
Me piden p(X =3) = ( 3 j -0'083-0'92(" = 0'03427409 = 3'427%, y vemos no es menor que el 3%.

(©)

Si se realizan 100 analisis, justifique si el nUmero esperado de andlisis correctos es igual a 8. 0’5 ptos

Me piden si la media de la binomial es 8.
La media de B(n, p) es p=n-p =100-008 = 8, lo cual es cierto.



